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Een groep G heet volledig, als het centrum van G alleen uilt
het eenheidselement bestaat en alle automorfie&n van G inwendlg
zijn,

Een volledige groep 1s isomorf met zijn eigen automorfie&n-
groepVoor ledere groep G geldt n.l., dat de afbeelding, dle aan
leder element de corresponderende inwendige automorfie toevoegt,
een homomorfe afbeelding van G op de groep van zijn inwendige auto-
morfleé&n oplevert; de kern van deze homomorfie 1s het centrum van
G. Als dus G geen centrum heeft 1s de homomorfie een isomorfie§
als er bovendien gecen ultwendige automorfile&n zijn, is het een
isomorfie op de automorfieéngroep.

Deze bewering is niet omkeerbaar: er bestaan niet-volledige
groepen, dile isomorf zijn met hun eigen automorfieéngroep, b.v.
het directe product van een groep van orde 2 en de symmetrische
groep 83.

De volgende eigenschap 1s echter karakterlistiek voor volledige
groepen, b

Een groep G 1is dan en slechts dan volledig, als iledere groep
G*, die G als normale ondergroep bevat, G als directc factor bevat.

Een van de groépen, dié een gegeven groep G als normale onder-
groep bevat i1s de holomorf van G, Deze kan als volgt gedclinicerd
worden, |

We noteren automorfieén van G als linksmultiplicatoren; dus
het beeld van het element a van G onder de automorfic « wordt met
« a aangeduid, Dienovereenkomstlg betekent «3de automorfie, die
ontstaat door eerst /3 en dan « ult te voeren. Hlementen van G wor-
den met Latijnse letters geschreven (eenheildsclement =e), automor-
fie&n van G met Griekse letters (identieke automorfie =1)§ De auto-
morfie&ngroep van G wordt met A(G) aangeduid.



Als clementen van de holomorf K(G) van G nemen we alle paren
(2,00 met a€G, «¢A(G). Vermenigvuldiging wordt in K(G) gedefini-
cerd coor

(a, ) (b,B8) = (a(xb), <m3).

Het is eenvoudig te verififren, dat deze vermenigvuldiging
K(G) tot een groep maakt; het cenheidselement van K(G) is (e,1) en
de inverse van (a,x) is Qx“qa'q,a'ﬂ). Verder bevat K(G) de normale
ondergrocp G', bestaande uit de paren (a,1), welke isomorf is met
G en dus met G kan worden gofdentificeerd. De belangrijkste eigen-
schap van de holomorf is de volgende:

Iedere automorfie o« van G wordt geinduceerd door de inwendige
automorfic van K(G), corresponderend met (e,o).

Men kan nu de vraag stellen in hoeverre iedere groep, die een
directe factor in zijn holomorf is, volledig is. Een partieel ant-
woord op deze vraag is bevat in de volgende stelling van Rédei:

Als een groep G directe factor in zijn holomorf is, dan is G
volledig of het directe product van een groep van orde 2 en een vol-
ledige groep.

Van deze stelling heb ik de volgende generalisatie bewezen,

Stelling 1, Een groep G is dan en slechts dan directe factor

in zijn holomorf als G volledig is of het directe product van een
groep van orde 2 en ecen volledige groep zonder ondergroepen van in-
dex 2.

Op grond van dezc stelling verkrijgen we cen niet-volledige
grocp die directe factor in zijn holomorf is door ult te gaan van
een volledige groep zonder ondergroepen van index 2 en deze direct
te vermenigvuldigen met een groep van orde 2, Een triviaal voorbeeld
krijgen we door een groep van orde 1 te nemen; deze 1s volledig en
heeft geen ondergroepen van index 2. Inderdaad is een groep van orde
2 dirccte factor in zijn holomorf, want hij valt samen met zijn ho-
lomorf. We citeren nu cnkele voorbeelden van volledlge grocpen uit
de literatuur,

De symmetrische groep Sn met n cen willekeurlg cindig of onein-
dig cardinaalgetal is volledig, behalve voor n=2 en n=6., Voor on-
eindige n heeft Sn geen ondergroepen van index 2 (H8lder, Schreier
en Ulam, Baer).
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De automorfietngrocp van cven niet-abelse elementalre groep is
volledig {(een groep heet elementalr als hij geen echte karakteris-
tieke ondergrocpen heeft)(Burnside).

Als G een eindlge groep zonder centrum ig, dan is ¢r een na-
tuurligk getal n waarvoor de n® geltercerde automorfiedngrowey
A"(G) (gedefinicerd door AP(@)=A(A""(q)) en a(a)=A(c)) volledig
iz (Wielandt).

De holomorf van cen eindige abelse groep van oneven orde 1s
volledig (Miller).

We gaan nu proberen dit laatste voorbeeld te generaliseren,

We merken daartoe cerst op, dat uit bekende eigenschappen van de
holomorf makkelijk volgt, dat de holomorf van een niet-abelse groep
noolt volledilg 1s. We beperken ons dus nu verder tot abelse groe-
pen G oen gebrulken voor de groepoperatie in G voortaan een additie-
ve notatic. De productdefinitie in de holomorf K(G) wordt dan

(a,(x)(b,/3) = (8+Cﬁb,c>(ﬁ),

het eenhecidsclement van K(G) is (0,1) en de inverse van (a,«) 1is
(—cxﬂqa,d—/‘). .

Het algemence problecm, welke abelse groepen een volledige ho-
lomorf hebben, kon ik nict oplossen. Het opereren met de holomorf
blijkt echter bijzonder glad te verlopen als we mogen veronderstel-
lcen, dat de afbeelding x -»2x in ¢ ecen automorfic is (dezce automor-
fie duiden we met 2 aan). Dit botckent, dat ¢ geen <lementen van
orde 2 heeft cn dat icder element van G con tweevoud 1ls, Voor cin-
dige G betekent dit, dat G oneven orde heeft. Men zou nu de volgen-
de generalisatie van de stelling van Miller kunnen vermoeden: icde-
re abelse groep, waarin 2 cen automorfic is, heeft een volledigo
holomorf. Dit vermocden blijgkt echter onjuist te zign. Ik heb cch-
fer wel ecen noodzakelijke en voldoende voorwaarde kunnen opstellen
opdat een groep, waarin 2 een automorfie is, e¢en volledize holomorf
heeft, Let wel dat over grocpen, waarin 2 geen automorfic 1s, nicts
beweerd wordt, Voor het gemak van formulering geven we voorwaarden
voor het nict-volledig zijo van de holomorf.

Als G1 en G2 abelse groepen zijn, dan kan de collectie van
alle homomorfe afbeeldingcn van Gq in G2 op een voor de hand lig-
gende wijze tot een additicve abelse groep worden gemaakt,'dic we
met Hom(Gq,Gg) aanduiden, |
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Stelling 2, Van ecn abelse groep G, waarin 2 ecvn automorfic

is, is de holomorf dan c¢n slechts dan niet volledig, als G dirccte
som 18 van twece ondergroepen B en C, waarblj B ¢n € asn de volgen-

de¢ voorwaarden voldoen:

19 BHO.
2° Hom(C,B)=0.
3° Er bestaat cen isomorfe afbeelding x ->d{x) van B op Hom(B,C).

4°  Ep bestaat cen functic f(x) (x¢B, £(x)eB), dic B op B af-
beeldt dusdanig dat <(x)y= ¢(y)f(x) voor alle x,y € B,

De stelling van Miller is gemakkelijk uit stelling 2 af te
leiden, Het is n.l. cenvoudig in te zien dat Hom(Gq,G2)=O voor c¢in-
dige groepen G,1 ¢n GE dan en slechts dan geldt als de ordes van G1
en G2 relatiel’ pricem zijn. Veronderstel nu dat G cen elndige abelse
groep van oneven orde met een nilet-volledige holomorf is., Dan is G
volgens stelling 2 dirccte som van groecpen B en C, dic aan 19-4°
voldoen, Uit 2° volgt dat de ordes van B ¢n € relatief priem zign.
Dan is Hom(B,C)=0 ¢n op grond van 30 is dan ook B=0 in strijd mct
19,

Aan de andere kant kan cen voorbeeld van een groep die aan de
voorwaarden van 3tclling 2 voldoct en dus ecn nict-volledige holo-
morf heeft als volgt wordun vorkregen., Neem een oneven priemgetal
P ¢n neem voor B een cyclische groep van orde p en voor C cen quasi-
cyclische groep van type p  (eun realiscring van deze groep in mul-
tiplicaticve schrijfwijze kan men verkrijgen door alle pni cenheldg -
wortels voor variabcele natuurlijke n te nemen), Het is makkelijk to
verifilidren, dat deze groepen aan 19.4° voldoen c¢n dat in hun dircete
som 2 cen automorfic is,

Dat de¢ voorwaarden, dic in stelling 2 voorkomen, vreij zwaar
ziJn blijkt uit de volgende stelling, waarin enkole klassen van
groepen worden aangegeven die cen vollodige holomorf hebben,

Stclling 3. Een abelse groep G, woarin 2 cen automorfic is,

heeft een volledige holomorf, als asan minstens &dn van de volgende
dric voorwaarden is voldaan:

A. G is direct onontbindbaar.

B. G 1s dirccte som van cyclische groepen.

C. G 1s een declbare groep (d.w.z. G=nG voor alle natuurlijke n).



Het spreckt vanzelf dat geval B opnicuw de¢ stelling van Miller
levert, Ecn aardig voorbecld van cen grocp dic aan A en C voldoet
1s de additieve groen R van de rationale getallen., Het is bekend
dat A(R) isomorf is mct de multiplicatieve groep van de rationale
getallen £0. Vormen we nu de grocp besteande ult de paren (2,b)
met a en b rationale getallen cn b#£0 met vermenigvuldiging gedefini-
cerd door

(a;b)(osd) = (’C.-i-bc,bd),
dan 1s deze groep volloedig.

Ter illustratic van het gebrulk, dat we van de automorfic 2
kunnen maken, zullen we nu het bewijs van een klein (en recds lang
bekend) gedeelte van stelling 2 geven,

Laat G e¢en abelse groep zign, waarin 2 een automorfie 1s; laat
A d¢ automorficingroep van K(G) zijn, I de groep van de inwendigc
automorflcén van K(G) en J de groep van dic automorfiein van K(G)
die G op zichzelf afbeelden. Omdat G ecvn normale ondergrocp van K(G)
i, geldt TCJ CA. Er moet onderzocht worden in hoeverre I=A 13,
Dit ondcrzoek kan gesplitst worden in de vragen in hoeverre I=J on
in hoeverre J=A is., We zullen nu bewijzen dat I=J is. Als dat ge-
beurd is 1s de vraag in hoeverre cen automorfic inwendlg is,terug-
gebracht tot de vreaag in hoeverre cen automorfic G op zichzelf al-
beeldt,

Laat t{ cen automorfic van K(G) zijn, die G op zichzclf af-
beeldt; we mocten bewljzen dat Y inwendipg is. Het sprecekt vanzelf
dat we X met cen inwendige automorfie van K(G) mogen vermenigvuldi-
gen en bewljzen dat het product inwendig is. Nu induccert ;( op G
cen automorfic van G; omdat K(G) de holomorf van G is, bestant or
ook cen inwendige automorfic van K(G), dic op G dezelfde automorfic
inducccrt, Door )f‘mct de inverge van deze inwendige automorfic tuo
vermenigvuldigen, krijgen we ecn automorfic, dic op G de identicke
albeelding induccert,

We mogen dus zonder beperking van de algemeenheild aannemen dat

X op G de identicke albeelding induccert. Dus

A (a,1) = (a,1).

Stel nu

Y (0,00 = (£(x), @(=)).

Omdat (a,x)=(a,1)(0,4) is Y door de functies (o) cn §(x) vastge-
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legd, Nu is
(0,0()(Cl,/]) = (o, = (%2,1) (0,9,

dus

(£(e), @) (a,1) = (wa,1)(£(x), ¢()),
(£(=) + Pla, @©(4) = o+ £(x), (),

¢ (o)a =cnn,
Ordat dit voor allec a €G geldt is @()=o4 voor alle oL€A(G).

Verder is
<(O:‘:’$])(O:°$2)y

Il

(O,ol\/]c.«é)

dus
(f(cx(,),cxz), 04110(2) = (f1(C:”21)9‘><1)(f(“&2): ‘Xg)
= (f(o(/l) -]-041 f(“g)s "4/]";2):
(1) fleen) = £{o4) + o £(ey).

Buschouw nu ven inwendige automorfic van K(G), dat is een af-
beelding van de gedaant

: -1
(a 3 'D‘D e (m{/("(’) (a ’C’() ( - A m;,v’u ) .
We edsen dat deze afbeelding op G de identicke afbeelding induceert:
, =7 -1 :
(0,1) = (m,e)(a,1) (~e Ty 7Yy 2 (ea, 1),

e = a.,
Omdat dit voor allc a €G goldt, is =1, Nu is

(m,’l)(O,d)(»m,’l) = (m"‘"ﬁm: ”").v

zodat de biy deze afbeelding behorende (<) gegeven wordt door
(2) f{x) = m- o,

Om het bewljys te voltoolen is het blijkbaar voldounde om aan
te tonen, dat lcdere functie £(«)(x ¢ A(G), F(x)eq), dic aan (1)
voldoet in de¢ vorm (2) te schrijven is. Substitucer _oﬁzg, Sy O
in (1):
(3) £(20) = £(2) + 2 £(x).

Substitucer nu o=, oy=2 in (1):
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(4) f(2) = F{t) + & £(2).

Het 1s ¢chter duidelijk dat 2 met alle anderce automorficén
van G verwisselbaar is; door pgelijgkstelling volgt uit (3) en (4):

Plet) = < £(2) - £(2)

en dit is van de gedaante (2) met m=-£(2).

We wijzen nog cven op het verband met de cohomologietheorie
van groepen, Als we als operatorengroep bij G de automorfiedn-
groep A(G) nemen, dan is cen funcble £(x), die aan (1) voldoet,
Juist cen 1-cocykel en een functic, die de gedoante (2) heeft,
Julst ¢en 1-corand., We hebben dus bewczen, dat als 2 een automor-
fic van G is e¢n A(G) als opuratorengroep wordt genomen, de cerste
cohomologicgroep nul is,

Ten slotte merken we nog op, dat bij het bewljs var stelling
2 als nevenresultaat het volgende verkregen wordt., Als 2 cen auto-
morfic van G 1s, dan 1s het kwadraat van ledere automorfic van
K(G) inwendig,. Hieruit volgt dat de groep van de autonorfieklassen
van K(G) {(d.i. dc¢ factorgrocp van de grocp van de automorficén
naar de groep van de inwendige automorficén) cen (eventueel leeg)
dirwvct product van grocpen van orde 2 is,

Bewljzen van doe hicrboven gegeven stellingen gullen worden
gepublicecerd in de Proceedings van de Koninklijke Nederlandsc Aka-

demic van Wetenschappen,



